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Contexte

• Code numérique de type boîte noire :

ϕ :
∣∣∣∣ Rd −→ R

x 7−→ y = ϕ(x)

ϕ coûteux à évaluer −→ coût d’un algorithme = nombre d’appels à ϕ

Exemples : éléments finis, dynamique des fluides computationnelle,
estimation de trajectoire, retombée d’étage d’un lanceur spatial

• Modélisation des incertitudes en entrée :

X = (X1, . . . , Xd)⊤ ∼ L(fX)

• Quantités d’intérêts (QoI) :
Y = ϕ(X)
1(Y ≥ t) avec t ∈ R un seuil de défaillance

Autres...
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Analyse de sensibilité basée sur la variance

Question
Quelles sont les entrées de X qui ont le plus d’influence sur la variance de la
quantité 1(Y ≥ t) = 1(ϕ(X) ≥ t) ?

• Décomposition de (Hoeffding, 1948), ANOVA (Sobol, 1993)

Indices de Sobol d’ordre 1 : ∀i ∈ [[1, d ]], TSi = V [E (1(Y ≥ t)|Xi)]
V [1(Y ≥ t)]

Indices de Sobol d’ordre total : ∀i ∈ [[1, d ]], TST
i = 1−V [E (1(Y ≥ t)|X−i)]

V [1(Y ≥ t)]

• Méthodes d’estimation :
(Wei, Lu, Hao, Feng, & Wang, 2012) : méthode de Monte-Carlo
(Perrin & Defaux, 2019) : estimation non paramétrique
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Limites des indices de Sobol fiabilistes

• Indices non adaptés lorsque pt = P(Y ≥ t) ≪ 1
−→ les indices de Sobol d’ordre 1 peuvent être tous proches de 0
−→ difficile de hiérarchiser l’influence des entrées

• Méthodes d’échantillonnage non adaptées
−→ (Wei et al., 2012) : problème lorsque P(Y ≥ t) ≪ 1
−→ (Perrin & Defaux, 2019) : fléau de la dimension

• Indices non adaptés dans le cas d’entrées dépendantes
−→ les indices de Sobol n’ont plus d’interprétation
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Analyse de sensibilité pour des entrées dépendantes

Pour u = {i1, . . . , ir } ⊆ [[1, d ]], on note Xu := (Xi1 , . . . , Xir )

Indices de Shapley pour l’analyse de sensibilité fiabiliste (Owen,
2014) (Il Idrissi, Chabridon, & Iooss, 2021)

TShi = 1
V(1(Y ≥ t))

1
d

∑
u⊆{−i}

(
d − 1

|u|

)−1 (
TSc

u∪{i} − TSc
u

)
avec TSc

u = V [E (1(Y ≥ t)|Xu)] ou TSc
u = E [V (1(Y ≥ t)|X−u)]

• Propriétés intéressantes :
Positivité : ∀i ∈ [[1, d ]], Shi ≥ 0
Normalisation :

∑d
i=1 Shi = 1

−→ les indices de Shapley offrent une grande interprétabilité
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Processus d’estimation des indices de Shapley

TShi = 1
V(1(Y ≥ t))

1
d

∑
u⊆{−i}

(
d − 1

|u|

)−1 (
TSc

u∪{i} − TSc
u

)
avec TSc

u = V [E (1(Y ≥ t)|Xu)] ou TSc
u = E [V (1(Y ≥ t)|X−u)].

Deux phases dans le processus d’estimation des indices de Shapley :
1 estimation des indices de Sobol clos fiabilistes
2 procédure d’agrégation

Deux procédures d’agrégation :
la procédure des permutations aléatoires (Song, Nelson, & Staum, 2016)
la procédure des sous-ensembles (Broto, Bachoc, & Depecker, 2020)
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Estimation par méthode double Monte-Carlo

• But : estimer TSc
u = E [V (1(ϕ(X) ≥ t)|X−u)]

Estimateur par double Monte-Carlo (Il Idrissi et al., 2021)

T̂Su,MC = 1
NO

NO∑
n=1

1
NI − 1

NI∑
k=1

[
1(ϕ(X(n,k)

u , X(n)
−u) ≥ t) − 1(ϕ, X(n)

−u, t)
]2

avec 1(ϕ, X(n)
−u, t) = 1

NI

NI∑
k=1

1(ϕ(X(n,k)
u , X(n)

−u) ≥ t)

• Estimation de V(1(Y ≥ t)) avec Nv points
• Coût total de d’estimation des d TShi : Nv + (2d − 2)NINO
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Estimation par méthode Pick-Freeze

• But : estimer TSc
u = V [E (1(ϕ(X) ≥ t)|Xu)]

• Astuce du Pick-Freeze :

V [E (1(ϕ(X) ≥ t)|Xu)] = E [1(ϕ(X) ≥ t)1(ϕ(Xu) ≥ t)] − p2
t

avec
{

X = (Xu, X−u) et Xu = (Xu, X′
−u)

X′
−u ∼ X−u|Xu et X′

−u ⊥⊥ X−u|Xu

Estimateur par Pick-Freeze

T̂Su,PF = 1
NO

NO∑
n=1

1(ϕ(X(n)
u , X(n,1)

−u ) ≥ t)1(ϕ(X(n)
u , X(n,2)

−u ) ≥ t) − p2
t

• Estimation de V(1(Y ≥ t)) avec Nv points
• Coût total de d’estimation des d TShi : Nv + 2(2d − 2)NO

12/26 Julien DEMANGE-CHRYST - 29 novembre 2021



Contexte Analyse de sensibilité basée sur la variance Estimation des indices de Shapley fiabilistes Résultats numériques Discussion et perspectives Références

Méthodes d’estimation "given data" (Broto et al., 2020)

• Motivations : Réduire le coût d’estimation des Shi
• Nécessite seulement un échantillon iid entrées/sorties de la loi de fX
• Question : Comment générer selon les loi conditionnelles ?

−→ Méthode des plus proches voisins

+⃝ Estimateurs par double
Monte-Carlo et Pick-Freeze given data
des Shi

• (Il Idrissi et al., 2021) : adaptation au cas fiabiliste
+⃝ estimateurs given data des TShi
-⃝ pas performants lorsque pt ≪ 1 =⇒ objectif d’amélioration
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Problèmes et objectifs

• Inconvénient majeur des estimateurs existants (Il Idrissi et al., 2021) :
Estimation peu performante lorsque pt est très faible

• Objectifs :
1 Proposer des estimateurs performants des indices de Shapley fiabilistes

lorsque pt est faible
2 Proposer des estimateurs nécessitant peu ou pas d’appels à la fonction

ϕ des indices de Shapley fiabilistes après l’estimation de pt
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Piste d’amélioration : échantillonnage préférentiel

• Définition de la probabilité de défaillance :

pt = EfX [1(Y ≥ t)] =
∫
Rd

1(ϕ(x) ≥ t)fX(x)dx

−→ on cherche à réduire la variance de l’estimateur Monte-Carlo de pt

• Introduction d’une densité auxiliaire g :

pt =
∫
Rd

1(ϕ(x) ≥ t) fX(x)
g(x) g(x)dx = Eg

[
1(ϕ(X) ≥ t) fX(X)

g(X)

]
−→ nouvel estimateur : p̂IS

t = 1
N

∑N
n=1 1(ϕ(X(n)) ≥ t) fX(X(n))

g(X(n))
avec (X(n))n∈[[1,N]] un échantillon iid tiré selon g

Introduction d’échantillonnage préférentiel dans le processus d’estimation des
indices de Shapley fiabilistes
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Estimation par double Monte-Carlo avec échantillonnage préférentiel

• But : estimer EfX [VfX (1(ϕ(X) ≥ t)|X−u)]

• Astuce : réécrire la quantité à estimer en éliminant la variance

EfX [VfX (1(ϕ(X) ≥ t)|X−u)] = pt − EfX

[
EfX (1(ϕ(X) ≥ t)|X−u)2

]
−→ permet l’introduction d’échantillonnage préférentiel

TSc
u = pt − Eg

[
Eg

(
1(ϕ(X) ≥ t)

fXu|X−u (Xu)
gXu|X−u (Xu)

∣∣∣∣ X−u

)2 fX−u (X−u)
gX−u (X−u)

]

= pt − Eg

[
Eg

(
1(ϕ(X) ≥ t) fX (X)

g (X)

∣∣∣∣ X−u

)2 gX−u (X−u)
fX−u (X−u)

]

−→ élimination des densités conditionnelles fXu|X−u et gXu|X−u

généralement inconnues en pratique
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Estimation par double Monte-Carlo avec échantillonnage préférentiel

Estimateur par double Monte-Carlo avec échantillonnage préférentiel

T̂S
IS
u,MC = p̂IS

t,N −
(

Ê IS
u,MC − Êbiais,u

)

avec



Ê IS
u,MC = 1

NO

NO∑
n=1

(
Ê IS

X(n)
−u

)2 gX−u

(
X(n)

−u

)
fX−u

(
X(n)

−u

)
Ê IS

X(n)
−u

= 1
NI

NI∑
k=1

1
(

ϕ
(

X(n,k)
u , X(n)

−u

)
≥ t

) fX
(

X(n,k)
u , X(n)

−u

)
g

(
X(n,k)

u , X(n)
−u

)

avec


(

X(n)
−u

)
n∈[[1,NO ]]

iid et tiré selon la loi de gX−u(
X(n,k)

u

)
k∈[[1,NI ]]

iid et tiré selon la loi de gXu|X−u=X(n)
−u

−→ +⃝ Estimateur sans biais, convergent, adapté à P(Y > t) ≪ 1
−→ +⃝ Méthode immédiatement applicable au cas "given data"
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Estimation par Pick-Freeze avec échantillonnage préférentiel

• But : estimer VfX [EfX (1(ϕ(X) ≥ t)|Xu)]

• Écriture de EfX (1(ϕ(X) ≥ t)1(ϕ(Xu) ≥ t)) avec une densité auxiliaire :

Eg

1(ϕ(Xu, X−u) ≥ t)1(ϕ(Xu, X′
−u) ≥ t) fX(Xu, X−u)fX(Xu, X′

−u)gXu (Xu)
g(Xu, X−u)g(Xu, X′

−u)fXu (Xu)︸ ︷︷ ︸
h(Xu ,X−u ,X′

−u)


Estimateur par Pick-Freeze avec échantillonnage préférentiel

T̂S
IS
u,PF = 1

NO

NO∑
n=1

h(X(n)
u , X(n,1)

−u , X(n,2)
−u ) − p2

t

−→ +⃝ Estimateur sans biais, convergent, adapté à P(Y > t) ≪ 1
−→ +⃝ Méthode immédiatement applicable au cas "given data"
−→ +⃝ Méthode permettant d’étudier l’influence de g
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Exemple du cas linéaire gaussien

• Pour d ≥ 2, β ∈ Rd , fonction linéaire avec entrées gaussiennes :

ϕβ :
∣∣∣∣ Rd −→ R

x 7−→ y = β⊤x avec x ∼ N (µ, Σ)

• Paramètres utilisés :

β =
(
1 1 1

)⊤
, µ =

(
0 0 0

)⊤
, Σ =

1 0 0
0 1 ρ
0 ρ 1

 avec ρ ∈ ]−1, 1[
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Performances numériques des estimateurs

Cas linéaire gaussien en dimension 3

Figure – Pour chaque indice, de
gauche à droite :

• Valeur théorique
• double Monte-Carlo avec IS non given
data
• Pick-Freeze avec IS given data
• double Monte-Carlo sans IS non given
data
• Pick-Freeze sans IS given data
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Performances numériques des estimateurs

Cas linéaire gaussien en dimension 7

Figure – Pour chaque indice, de
gauche à droite :

• Valeur théorique
• double Monte-Carlo avec IS non given
data
• Pick-Freeze avec IS given data
• double Monte-Carlo sans IS non given
data
• Pick-Freeze sans IS given data
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Conclusion

• Résumé des contributions :
1 introduction d’échantillonnage préférentiel dans le processus
d’estimation des indices de Sobol clos fiabilistes et donc de Shapley
2 estimateurs given data avec échantillonnage préférentiel ne
nécessitant pas d’appels supplémentaires à ϕ après l’estimation de pt

=⇒ réduction de la variance des estimateurs des indices de Shapley
fiabilistes quand pt ≪ 1
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Discussion et perspectives

• Discussion et perspectives :
1 Influence du choix de la densité auxiliaire

−→ gopt(x) ∝ 1 (ϕ(x) ≥ t) fX(x) pas optimale pour estimer chaque
indice de Sobol clos fiabiliste TSc

u par Pick-Freeze

2 Estimation des indices de Shapley non fiabilistes par échantillonnage
préférentiel

−→ densité optimale associée à chaque TSc
u

3 Fléau de la dimension
−→ méthode des plus proches voisins dégradée par la dimension
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