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Boîte noire

𝜑

𝜑 ∶ ℝ𝑑 → ℝ
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Y = 𝜑(𝐗)
Boîte noire
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𝜑 ∶ ℝ𝑑 → ℝ

I. Contexte



Un intérêt est porté à l’espérance d’une fonction particulière 𝜏 𝑥 de la sortie telle que :

Par simplicité, on considèrera 𝜏 𝑥 comme la fonction identité.
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Par simplicité, on considèrera 𝜏 𝑥 comme la fonction identité. Un estimateur Monte-Carlo (M.C.) est utilisé en

considérant un 𝑁𝐗-échantillon 𝐗 1 , … , 𝐗 𝑗 , … , 𝐗 𝑁𝐗 :
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Qu’en est-il lorsqu’il y a méconnaissance sur la loi 𝑓𝐗 ? [1]

Rencontres MEXICO 2021 – 29/11/2021 – Charles Surget

𝔼𝑓𝐗 𝜑(𝐗) =
1

𝑁𝐗


𝑗=1

𝑁𝐗

𝜑 𝐗 𝑗 avec  
Source d’incertitude liée à 

l’échantillon de Monte Carlo



4Rencontres MEXICO 2021 – 29/11/2021 – Charles Surget

𝐗 = X1, … , X𝑑
𝑇

avec 𝐗~?

Y = 𝜑(𝐗)
Boîte noire

𝜑

𝜑 ∶ ℝ𝑑 → ℝ

I. Contexte



4Rencontres MEXICO 2021 – 29/11/2021 – Charles Surget

𝐗 = X1, … , X𝑑
𝑇

avec 𝐗~?

Y = 𝜑(𝐗)
Boîte noire

𝜑

𝜑 ∶ ℝ𝑑 → ℝ

Considérons une base de données, un 𝑁𝐃-échantillon de vecteurs aléatoires 𝐃 𝑖 i.i.d. de même loi 𝑓𝐗 supposée

inconnue :

෩𝐃 ∶= 𝐃 1 , … , 𝐃 𝑖 , … , 𝐃 𝑁𝐃
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 Comment quantifier la variance de cet estimateur M.C. ?

Considérons l’espérance suivante prenant en compte la variabilité de la base de données :

𝔼𝑓(𝐗,෩𝐃) 𝜑(𝐗) ≈ න
𝕏𝑁𝐃

න
𝕏

𝜑 𝐱 መ𝑓𝐗|෩𝐃 𝐱| ሚ𝐝 𝑓෩𝐃( ሚ𝐝)𝑑𝐱𝑑 ሚ𝐝
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i.e. augmenter le nombre de tirages M.C. 𝑁𝐗 ?
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Investir l’effort dans la simulation,

i.e. augmenter le nombre de tirages M.C. 𝑁𝐗 ?

Compromis essai-simulation

Ce compromis peut être déterminé par une analyse de sensibilité.

I. Contexte
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𝐃 = X1, … , X𝑑
𝑇 à valeurs dans ℝ𝑑

෩𝐃 ∶= 𝐃 1 , … , 𝐃 𝑖 , … , 𝐃 𝑁𝐃 à valeurs dans ℝ𝑑×𝑁𝐃

X1

X2

X𝑑

…

8

II. Estimateurs
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃



෩𝐃 ∶= 𝐃 1 , … , 𝐃 𝑖 , … , 𝐃 𝑁𝐃 avec 𝑖 = 1,… , 𝑁𝐃

𝐃 𝑖 ~𝑓𝐗, on identifie መ𝑓𝐗|෩𝐃

X1

X2

X𝑑

…
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Bases de

données

෩𝐃𝑘
Considérons que nous disposons de 𝑁 bases de 

données pour prendre en compte la variabilité 

d’apprentissage.

(avec 𝑘 = 1,… ,𝑁)

ℝ𝑑×𝑁𝐃

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…
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Bases de

données

෩𝐃𝑘
෩𝐃𝑘 ∶= 𝐃𝑘

1
, … , 𝐃𝑘

𝑖
, … , 𝐃𝑘

𝑁𝐃 avec 𝑖 allant de 1 à 𝑁𝐃

𝐃𝑘
𝑖
~𝑓𝐗, on identifie መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑘
(avec 𝑘 = 1,… ,𝑁) 

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

…

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…
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Bases de

données

෩𝐃𝑘
෩𝐗𝑘: = 𝐗𝑘

1
, … , 𝐗𝑘

𝑗
, … , 𝐗𝑘

𝑁𝐗 à valeurs dans ℝ𝑑×𝑁𝐗

𝐗𝑘
𝑗
~ መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑘

(avec 𝑗 = 1,… ,𝑁𝐗 et 𝑘 = 1,… ,𝑁)

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

……

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…

8Rencontres MEXICO 2021 – 29/11/2021 – Charles Surget

Bases de

données

෩𝐃𝑘 Ƹ𝜇𝑘 = 𝔼 መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑘
𝜑(𝐗𝑘) =

1

𝑁𝐗


𝑗=1

𝑁𝐗

𝜑 𝐗𝑘
𝑗

𝐗𝑘
𝑗
~ መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑘

(avec 𝑗 = 1,… ,𝑁𝐗 et 𝑘 = 1,… ,𝑁)

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…
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Bases de

données

෩𝐃𝑘 Ƹ𝜇𝑘 = 𝔼 መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑘
𝜑(𝐗𝑘) =

1

𝑁𝐗


𝑗=1

𝑁𝐗

𝜑 𝐗𝑘
𝑗

𝐗𝑘
𝑗
~ መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑘

(avec 𝑗 = 1,… ,𝑁𝐗 et 𝑘 = 1,… ,𝑁)

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

𝔼𝑓(𝐗,෩𝐃) 𝜑(𝐗) =
1

𝑁


𝑘=1

𝑁
1

𝑁𝐗


𝑗=1

𝑁𝐗

𝜑 𝐗𝑘
𝑗

=
1

𝑁


𝑘=1

𝑁

Ƹ𝜇𝑘

II. Estimateurs



Supposons le coût d’appel à la 

boîte noire 𝜑 négligeable…

X1

X2

X𝑑

…
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Bases de

données

෩𝐃𝑘

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

II. Estimateurs



Obtenir 𝑁 bases de données de taille 

𝑁𝐃 est le plus coûteux !

Supposons le coût d’appel à la 

boîte noire 𝜑 négligeable…

X1

X2

X𝑑

…
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Bases de

données

෩𝐃𝑘

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

On passe par une méthode de ré-

échantillonnage, ici le Bootstrap (BS).

Ré-échantillonnage

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

Ré-échantillonnage

On s’intéresse à une fonction Γ prenant en entrée ෩𝐃 et ෩𝐗 :

Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐗𝑘 = Ƹ𝜇𝑘

Γ(෩𝐃𝑘, ෩𝐗𝑘) = Ƹ𝜇𝑘

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

Ré-échantillonnage

Γ(෩𝐃𝑘, ෩𝐗𝑘) = Ƹ𝜇𝑘

Il y a une dépendance des ෩𝐗𝑘 aux ෩𝐃𝑘 de par leur

construction rendant l’analyse de sensibilité

complexe…

II. Estimateurs

On s’intéresse à une fonction Γ prenant en entrée ෩𝐃 et ෩𝐗 :

Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐗𝑘 = Ƹ𝜇𝑘



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Echantillonnage

Echantillonnage

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

Ré-échantillonnage

Il y a une dépendance des ෩𝐗𝑘 aux ෩𝐃𝑘 de par leur

construction rendant l’analyse de sensibilité

complexe…

Comment supprimer cette dépendance ?

Γ(෩𝐃𝑘, ෩𝐗𝑘) = Ƹ𝜇𝑘

II. Estimateurs

On s’intéresse à une fonction Γ prenant en entrée ෩𝐃 et ෩𝐗 :

Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐗𝑘 = Ƹ𝜇𝑘



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Transformation

Transformation

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

Ré-échantillonnage

Une transformation de Rosenblatt

permet de passer de 𝐗 à 

𝐔~𝒰 0,1 𝑑 et inversement.

II. Estimateurs

𝑥𝑘1𝑗 = FX1
−1 𝑢𝑘1𝑗

𝑥𝑘2𝑗 = FX2|X1
−1 𝑢𝑘2𝑗|𝑥𝑘1𝑗

⋮

𝑥𝑘𝑑𝑗 = FX𝑑|X 𝑑−1 ,…,X1
−1 𝑢𝑘𝑑𝑗|𝑥𝑘1𝑗 , … , 𝑥𝑘(𝑑−1)𝑗



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Transformation

Transformation

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

Ré-échantillonnage

෩𝐔1

෩𝐔𝑁

…

0,1 𝑑×𝑁𝐗

U1

U2

U𝑑

…

Lois 

uniformes

෩𝐔

II. Estimateurs

𝑥𝑘1𝑗 = FX1
−1 𝑢𝑘1𝑗

𝑥𝑘2𝑗 = FX2|X1
−1 𝑢𝑘2𝑗|𝑥𝑘1𝑗

⋮

𝑥𝑘𝑑𝑗 = FX𝑑|X 𝑑−1 ,…,X1
−1 𝑢𝑘𝑑𝑗|𝑥𝑘1𝑗 , … , 𝑥𝑘(𝑑−1)𝑗

𝐔 = U1, … , U𝑑
𝑇 à valeurs dans 0,1 𝑑

෩𝐔𝑘 ∶= 𝐔𝑘
1 , … , 𝐔𝑘

𝑗
, … , 𝐔𝑘

𝑁𝐗 à valeurs dans 0,1 𝑑×𝑁𝐗

Une transformation de Rosenblatt

permet de passer de 𝐗 à 

𝐔~𝒰 0,1 𝑑 et inversement.



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Transformation

Transformation

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

Ré-échantillonnage

෩𝐔1

෩𝐔𝑁

…

0,1 𝑑×𝑁𝐗

U1

U2

U𝑑

…

Lois 

uniformes

෩𝐔

Cette fois, on s’intéresse à une fonction Γ prenant en entrée ෩𝐃 et ෩𝐔 :

Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘 = Ƹ𝜇𝑘

II. Estimateurs



X1

X2

X𝑑

…
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Base de

données

෩𝐃

ℝ𝑑×𝑁𝐃

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝟏

መ𝑓𝐗|෩𝐃𝑁

Transformation

Transformation

෩𝐗1

෩𝐗𝑁

Estimation M.C.

Estimation M.C.

Ƹ𝜇1

Ƹ𝜇𝑁

෩𝐃1
෩𝐃𝑁

…

Ident. Ident.

… ……

Ré-échantillonnage

෩𝐔1

෩𝐔𝑁

…

0,1 𝑑×𝑁𝐗

U1

U2

U𝑑

…

Lois 

uniformes

෩𝐔

Cette fois, on s’intéresse à une fonction Γ prenant en entrée ෩𝐃 et ෩𝐔 :

Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘 = Ƹ𝜇𝑘

Γ(෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘) = Ƹ𝜇𝑘

Les entrées sont indépendantes !

II. Estimateurs
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Plan

I. Contexte 

II. Estimateurs

III. Analyse de sensibilité

IV. Application sur cas simple

V. Synthèse et perspectives



Une analyse de sensibilité sur Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘 = Ƹ𝜇𝑘 par rapport à ses entrées est réalisée. Des indices de Sobol’ [3]

sont utilisés par le biais d’une approche Pick-Freeze (PF) [4] :

10

III. Analyse de sensibilité

Rencontres MEXICO 2021 – 29/11/2021 – Charles Surget

[4] GAMBOA, Fabrice, JANON, Alexandre, KLEIN, Thierry, et al. Statistical inference for Sobol pick-freeze

Monte Carlo method. Statistics, 2016, vol. 50, no 4, p. 881-902.

[3] SOBOL’, Ilya M. Global sensitivity indices for nonlinear mathematical models and their Monte Carlo

estimates. Mathematics and computers in simulation, 2001, vol. 55, no 1-3, p. 271-280.

𝑆෩𝐃 =
𝑉𝑎𝑟 𝔼~෩𝐃 Ƹ𝜇|෩𝐃

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

𝑆෩𝐔 =
𝑉𝑎𝑟 𝔼~෩𝐔 Ƹ𝜇|෩𝐔

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇



Une analyse de sensibilité sur Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘 = Ƹ𝜇𝑘 par rapport à ses entrées est réalisée. Des indices de Sobol’ [3]

sont utilisés par le biais d’une approche Pick-Freeze (PF) [4] :

10

III. Analyse de sensibilité
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[4] GAMBOA, Fabrice, JANON, Alexandre, KLEIN, Thierry, et al. Statistical inference for Sobol pick-freeze

Monte Carlo method. Statistics, 2016, vol. 50, no 4, p. 881-902.

[3] SOBOL’, Ilya M. Global sensitivity indices for nonlinear mathematical models and their Monte Carlo

estimates. Mathematics and computers in simulation, 2001, vol. 55, no 1-3, p. 271-280.

𝑆෩𝐃 =
𝑉𝑎𝑟 𝔼~෩𝐃 Ƹ𝜇|෩𝐃

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

𝑆෩𝐔 =
𝑉𝑎𝑟 𝔼~෩𝐔 Ƹ𝜇|෩𝐔

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

𝑆෩𝐃 =
𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝜇, Ƹ𝜇

෩𝐃

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

𝑆෩𝐔 =
𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝜇, Ƹ𝜇

෩𝐔

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇



Une analyse de sensibilité sur Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘 = Ƹ𝜇𝑘 par rapport à ses entrées est réalisée. Des indices de Sobol’ [3]

sont utilisés par le biais d’une approche Pick-Freeze (PF) [4] :

10

III. Analyse de sensibilité
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[4] GAMBOA, Fabrice, JANON, Alexandre, KLEIN, Thierry, et al. Statistical inference for Sobol pick-freeze

Monte Carlo method. Statistics, 2016, vol. 50, no 4, p. 881-902.

[3] SOBOL’, Ilya M. Global sensitivity indices for nonlinear mathematical models and their Monte Carlo

estimates. Mathematics and computers in simulation, 2001, vol. 55, no 1-3, p. 271-280.

𝑆෩𝐃 =
𝑉𝑎𝑟 𝔼~෩𝐃 Ƹ𝜇|෩𝐃

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

𝑆෩𝐔 =
𝑉𝑎𝑟 𝔼~෩𝐔 Ƹ𝜇|෩𝐔

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

𝑆෩𝐃 =
𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝜇, Ƹ𝜇

෩𝐃

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

𝑆෩𝐔 =
𝐶𝑜𝑣 Ƹ𝜇, Ƹ𝜇

෩𝐔

𝑉𝑎𝑟 Ƹ𝜇

Ƹ𝜇𝑘
෩𝐃

Γ

Ƹ𝜇𝑘

ΓΓ

Ƹ𝜇𝑘
෩𝐔

෩𝐃𝑘෩𝐔𝑘
෩𝐃𝑘′ ෩𝐔𝑘′



Une analyse de sensibilité sur Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘 = Ƹ𝜇𝑘 par rapport à ses entrées est réalisée. Des indices de Sobol’ [3]

sont utilisés par le biais d’une approche Pick-Freeze (PF) [4] :

Les estimateurs de ces indices sont les suivants :

10
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Une analyse de sensibilité sur Γ ෩𝐃𝑘, ෩𝐔𝑘 = Ƹ𝜇𝑘 par rapport à ses entrées est réalisée. Des indices de Sobol’ [3]

sont utilisés par le biais d’une approche Pick-Freeze (PF) [4] :

Les estimateurs de ces indices sont les suivants :
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[4] GAMBOA, Fabrice, JANON, Alexandre, KLEIN, Thierry, et al. Statistical inference for Sobol pick-freeze

Monte Carlo method. Statistics, 2016, vol. 50, no 4, p. 881-902.

[3] SOBOL’, Ilya M. Global sensitivity indices for nonlinear mathematical models and their Monte Carlo

estimates. Mathematics and computers in simulation, 2001, vol. 55, no 1-3, p. 271-280.
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Nombre d’appels à la boîte noire : 

𝑁𝐗 × 𝑁 × 3
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Appliquons l’analyse PF à un cas simple en comparant les résultats sans ré-échantillonnage (génération) et

avec ré-échantillonnage (BS).
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Prenons le cas test où 𝐗 = X1, X2 est l’entrée de la boîte noire avec 𝐗 ~𝑁
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,
1 0
0 1

et la sortie est Y telle

que Y = 𝜑 𝐗 = X1 + X2.
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IV. Application sur cas simple

Quand 𝑁𝐃 augmente : 

→ 𝑆෩𝐃 diminue et 𝑆෩𝐔 augmente,

→ la dispersion des estimations avec BS diminue.

Quand 𝑁𝐔 augmente : 

→ 𝑆෩𝐃 augmente et 𝑆෩𝐔 diminue.

L’effort d’enrichissement peut être investi dans la 

source dont l’indice est le plus important.
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